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 圧力ベース SIMPLE 法では、運動方程式の圧力勾配の離散化を定めると、連続の式から導かれる圧力

ポアソン式の離散化が一意に決まる。本稿ではこの原理を圧縮性流れに拡張し、SLAU を参考にしてマ

ッハ数に応じた風上離散化を圧力勾配項に導入した。これにより質量流束中の圧力拡散項の形式も一意

に定まり、密度ベース解法で必要とされる調整パラメータを伴わずに低マッハ数から超音速までを統一

的に扱う枠組みが得られた。衝撃波管問題、2 次元円柱まわりの超音速流れ、およびキャビテーション

流れへの適用を通じて、本手法が低マッハ数から超音速まで安定に解析可能であることを示した。 
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1. はじめに 
 本稿では、筆者らが開発・運用する数値流体解

析コード「Advance/FrontFlow/red」（以下、AFFr）

に実装されている圧力ベース SIMPLE 法に対し、

圧縮性流れへ対応させるために導入した新しい

解法について述べる。具体的には、運動方程式の

非粘性数値流束に含まれる圧力勾配項に、マッハ

数に応じて中心差分と風上差分を切り替える制

限関数を導入する。この制限関数自体は密度ベー

ス解法、特に SLAU[1]を参考にしている。ただし

SLAU が複数の制限関数およびそれらに付随する

調整パラメータを要するのに対し、本研究では運

動方程式中の圧力勾配の切り替えのみに着目し、

以降の処理は従来の SIMPLE 法の離散化手順に準

じる。その結果、質量流束中の圧力拡散項にも、

運動方程式に導入したスキームがマッハ数依存

性を保ったまま一貫して反映される。 

2. 支配方程式 
 簡単のため、以下の手法説明では拡散項を省略

した Euler 方程式に基づいて議論を進める。 

 

・質量保存式 

∂ρ
∂x

+ ∇ ⋅ (ρu) = 0  ( 1 ) 

・運動方程式 

∂ρ𝒖𝒖
∂t

+ ∇ ⋅ (ρ𝒖𝒖𝒖𝒖+ 𝑝𝑝𝑰𝑰) = 0  ( 2 ) 

・エネルギー保存式 

∂ρE
∂t

+ ∇ ⋅ �(ρE + 𝑝𝑝)𝒖𝒖� = 0  ( 3 ) 

・状態方程式 

ρ = f(P, T)  ( 4 ) 

以下ではまず既存の圧力ベース SIMPLE法の離散

化を述べ、続いて本研究で行った圧縮性への拡張

内容を示す。 
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3. 既存の圧力ベース SIMPLE 法 
 SIMPLE 法では、支配方程式を陰解法によって

解く。時間刻みをΔ𝑡𝑡、時間𝑡𝑡𝑛𝑛 = nΔ𝑡𝑡、nステップの

値を使って、n + 1ステップの値を求める。基本変

数はp, u, h（エンタルピー）であり、空間離散化に

は有限体積法を用い、変数はセル中心（コロケー

ト）配置とする。非定常 SIMPLE 法では、1 時間

ステップあたりの外部反復が収束した時点で次

の時間ステップへ進む。外部反復回数をmとすると 

 

・質量保存式 

ρ𝑛𝑛+1(𝑚𝑚) − ρ𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
V + �mf

n+1(m)Af
f

= 0 ( 5 ) 

 

・運動方程式 

ρ𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)𝒖𝒖𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)−ρ𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
V +

∑ �𝑚𝑚𝒇𝒇
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)𝒖𝒖𝒇𝒇

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚) + 𝑝𝑝𝑓𝑓
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)𝒏𝒏�𝐴𝐴𝑓𝑓𝑓𝑓 = 0  

( 6 ) 

 

・エネルギー式 

ρ𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)𝐸𝐸𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)−ρ𝑛𝑛𝐸𝐸𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
V +

∑ 𝑚𝑚𝒇𝒇
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)𝐻𝐻𝒇𝒇

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)𝐴𝐴𝑓𝑓𝑓𝑓 = 0  

( 7 ) 

 

ここでVはセル体積、𝐴𝐴𝑓𝑓は界面面積、nは界面法線

ベクトルである。質量流束を𝑚𝑚𝑓𝑓と置いた。下添え

字のfはセル界面上の物理量である。デルタ形式の

外部反復法では、m回目の外部反復で物理量ϕは

以下のように補正される。 

 

ϕ𝑛𝑛+1(𝑚𝑚) = ϕ𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1) + Δϕ  ( 8 ) 

 

外部反復で各物理量の補正量が微小量ϵより小さ

くなった時点で、時刻n + 1ステップの解が収束し

たと判定し、次の時間ステップへ進む。 

 

ϕ𝑛𝑛+1 = ϕ𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)   if Δ ϕ  <  ϵ   ( 9 ) 

 

式( 5)( 6)( 7)をΔ形式で書き直す。ここで左辺に現

れるΔは基本変数u, p, hに関する補正量である。こ

れらの補正量について線形化したのち、各種の線

形反復法によって解を求める。 

 

・質量保存式 

𝑎𝑎𝑝𝑝
ρ
Δ𝑝𝑝 + ∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛

ρ
Δ𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 =

−�ρ
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)−ρ𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
𝑉𝑉 + ∑ 𝑚𝑚𝒇𝒇

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)𝐴𝐴𝑓𝑓𝑓𝑓 �  
( 10 ) 

 

・運動量保存式 

𝑎𝑎𝑝𝑝𝑢𝑢Δ𝒖𝒖+∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑢𝑢 Δ𝒖𝒖𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 =

−ρ𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)𝒖𝒖𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)−ρ𝑛𝑛𝒖𝒖𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
𝑉𝑉 +

∑ �𝑚𝑚𝒇𝒇
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)𝒖𝒖𝒇𝒇

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1) +𝑓𝑓

𝑝𝑝𝑓𝑓
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)�𝒏𝒏𝐴𝐴𝑓𝑓  

( 11 ) 

 

・エネルギー保存式 

𝑎𝑎𝑝𝑝ℎΔℎ + ∑ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ Δℎ𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 =

−�ρ
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)𝐸𝐸𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)−ρ𝑛𝑛𝐸𝐸𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
𝑉𝑉 +

∑ 𝑚𝑚𝒇𝒇
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)𝐻𝐻𝒇𝒇

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)𝐴𝐴𝑓𝑓𝑓𝑓 �  

( 12 ) 

 

ここで左辺の𝑎𝑎ρ,𝑎𝑎𝑢𝑢,𝑎𝑎ℎは各保存式を基本変数

p, u, hの補正量に関して線形化したときの係数行

列である。下添え字のpはセルpを意味し、nbはセ

ルpと接する隣のセル群を表す。 

SIMPLE 法では、まず運動量保存式を陰的に解

き、仮の速度𝑢𝑢𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗を以下のように表現する。 

 

𝒖𝒖𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1) + Δ𝒖𝒖 = 𝒖𝒖𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗ = 𝒖𝒖𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗∗ −

1
𝑎𝑎𝑝𝑝𝑢𝑢
∑ 𝑝𝑝𝑓𝑓

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)𝒏𝒏𝑓𝑓 𝐴𝐴𝑓𝑓  
( 13 ) 

 

このとき行列係数𝑎𝑎𝑝𝑝𝑢𝑢を具体的に示すと 

 

𝑎𝑎𝑝𝑝𝑢𝑢 = 𝑉𝑉ρ
Δ𝑡𝑡

+ ∑ 𝑚𝑚𝑓𝑓
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝐴𝐴𝑓𝑓𝑓𝑓   ( 14 ) 
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𝑚𝑚𝑓𝑓
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = �

min �𝑚𝑚𝒇𝒇
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1), 0�  𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑃𝑃 = 𝐿𝐿

max �𝑚𝑚𝒇𝒇
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1), 0�  𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑃𝑃 = 𝑅𝑅

 

 

次にこの仮の速度 ( 13)を使って仮の質量流束

𝑚𝑚𝑓𝑓
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗

を以下のように構築する。 

 

𝑚𝑚𝑓𝑓
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗ =

1
2
�𝜌𝜌𝐿𝐿

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)𝒖𝒖𝐿𝐿
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗

+ 𝜌𝜌𝑅𝑅
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)𝒖𝒖𝑅𝑅

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗� ⋅ 𝒏𝒏 

+ �
1
2�

𝜌𝜌𝐿𝐿
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)

𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢
�𝑝𝑝𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)𝒏𝒏𝐴𝐴𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑓𝑓

+
𝜌𝜌𝑅𝑅
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)

𝑎𝑎𝑅𝑅𝑢𝑢
�𝑝𝑝𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)𝒏𝒏𝐴𝐴𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑓𝑓

� ⋅ 𝒏𝒏

−
𝜌𝜌𝑓𝑓𝑉𝑉�
𝑎𝑎𝑓𝑓𝑢𝑢

�𝑝𝑝𝑅𝑅
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1) + Δ𝑝𝑝𝑅𝑅� − �𝑝𝑝𝐿𝐿

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1) + Δ𝑝𝑝𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑

� 

 

 ( 15 ) 

ここで下添え字のL, Rは界面を挟む両側のセルを

あらわし、界面法線ベクトルはLからRへの方向が

正である。また簡単のためセル界面位置から両隣

のセルまでの距離は等しいとし内挿補間関数は

1/2とした。dxはセルLR間の距離であり、𝑉𝑉�はセル

LRのセル体積の平均 𝑉𝑉� = 0.5 ⋅ (𝑉𝑉𝑅𝑅 + V𝐿𝐿)である。

質量流束の右辺の第 1 中括弧は界面の両隣のセル

LRの仮の速度𝑚𝑚𝐿𝐿,𝑅𝑅
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗

から界面質量流束を内挿

補間して構築している。一方で第 2 中括弧は、第

1 中括弧の界面質量流束から式 ( 13)で表される

圧力勾配の寄与をいったん差し引いたうえで、LR

間の圧力差として陽に書き直すという操作を表

す。さらにこの圧力差の項をΔ𝑝𝑝で線形化する。式

( 15 )の𝑚𝑚𝑓𝑓
𝑛𝑛+1∗を式( 5 )に代入すれば式( 10)の圧力

補正量Δ𝑝𝑝に関する線形方程式に帰着する。非圧

縮の場合は圧力補正量に関するポアソン方程式

となり、圧縮性の場合はさらに 

 

ρ𝑛𝑛+1(𝑚𝑚) = ρ𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1) + Δ𝑝𝑝
𝐶𝐶𝑠𝑠2

  ( 16 ) 

 

の関係を使えば、式( 10 )は圧力補正量に関する移

流拡散方程式に帰着する。ここで𝐶𝐶𝑠𝑠は音速である。

圧縮性の場合、式 ( 10)について圧力補正量Δ𝑝𝑝で
線形化した形式を明記すると 

 

𝑉𝑉
Cs2Δ𝑡𝑡

Δ𝑝𝑝 + ∑ 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

�ρ𝐶𝐶𝑠𝑠2�𝑛𝑛𝑛𝑛 Δ𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛 −

∑ 𝐴𝐴𝑓𝑓ρ𝑓𝑓𝑉𝑉�

𝑎𝑎𝑓𝑓
𝑢𝑢𝑓𝑓

ΔPR−Δ𝑃𝑃𝐿𝐿
Δx

= −�ρ
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)−ρ𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
𝑉𝑉 +

∑ 𝑚𝑚𝒇𝒇
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗𝐴𝐴𝑓𝑓𝑓𝑓 �  

( 17 ) 

 

左辺の各項は、第一項が時間差分の寄与、第二項

が移流項の寄与、第三項が数値散逸の寄与に対応

する。一般にリーマン流束を用いた圧縮性スキー

ムの議論では、式( 17 )のように圧力変動の移流拡

散方程式の形式に書き換えたうえで、各項の音速

依存性を検討するのが一般的である。本手法でも

同様に、音速𝐶𝐶𝑠𝑠を無限大にとる極限では、時間項

と移流項の寄与が消失し、非圧縮の場合のポアソ

ン方程式に帰着する。 

 

∑ 𝐴𝐴𝑓𝑓ρ𝑓𝑓𝑉𝑉�

𝑎𝑎𝑓𝑓
𝑢𝑢𝑓𝑓

ΔPR−Δ𝑃𝑃𝐿𝐿
Δx

= ∑ 𝑚𝑚𝒇𝒇
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗𝐴𝐴𝑓𝑓𝑓𝑓   ( 18 ) 

 

圧縮性の式( 17 )を解き圧力補正量Δ𝑝𝑝が求まれば

以下のように各物理量を更新する。 

 

𝑝𝑝𝑛𝑛+1(𝑚𝑚) = 𝑝𝑝𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1) + Δ𝑝𝑝 

𝑚𝑚𝑓𝑓
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚) = 𝑚𝑚𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗ −

ρ𝑓𝑓 𝑉𝑉�
𝑎𝑎𝑓𝑓𝑢𝑢

Δ𝑝𝑝𝑅𝑅 −Δ𝑝𝑝𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝒖𝒖𝑛𝑛+1(𝑚𝑚) = 𝒖𝒖𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗ − 1
𝑎𝑎𝑝𝑝𝑢𝑢
∑ Δ𝑝𝑝𝑓𝑓𝒏𝒏𝑓𝑓 𝐴𝐴𝑓𝑓  

( 19 ) 

 

以上のように、既存の SIMPLE 法も音速を取り入

れた圧縮性流体解析へ拡張できる。続いて、この

圧縮性版 SIMPLE 法によって音波が表現できるか

を検証する。1 次元かつ速度 0 の場合を考え、界
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面面積𝐴𝐴𝑓𝑓 = 1、セル体積V = 𝐴𝐴𝑓𝑓 ⋅ Δ𝑥𝑥 = Δ𝑥𝑥,速度行

列係数𝑎𝑎𝑢𝑢 = ρV/Δ𝑡𝑡 = ρΔ𝑥𝑥/Δ𝑡𝑡とすると 
 

𝑝𝑝𝑖𝑖𝑛𝑛+1 − 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
= Cs2Δt

𝑝𝑝𝑖𝑖+1  − 2𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑝𝑝𝑖𝑖−1 
Δ𝑥𝑥2

 

   →    ∂𝑝𝑝
∂𝑡𝑡

= Cs2Δt ∂
2𝑝𝑝
∂𝑥𝑥2

＝D ∂2p
∂x2

  

( 20 ) 

 

となり、音波の拡散方程式となる。右辺の拡散係

数𝐷𝐷にはユーザーが数値計算実行時に設定する時

間刻みΔ𝑡𝑡が含まれる。これは、時間刻みを小さく

とれば音波の数値拡散による減衰が抑えられ、逆

に大きくとれば強い減衰が働くことを意味する。

比較として、低マッハ数領域に拡張された密度ベ

ース圧縮性スキーム（例えば SLAU）では、時間

刻みΔ𝑡𝑡以外にも音速定義のクーラン数が 1 以上

になるような形式で特性時間𝑇𝑇𝑐𝑐を拡散項の中に別

途導入する必要がある。[2] 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
∂𝑡𝑡

=
CsΔx

2
max (1,

𝐶𝐶𝑠𝑠𝑇𝑇𝑐𝑐
Δ𝑥𝑥

)
𝜕𝜕2𝑝𝑝
∂𝑥𝑥2

 ( 21 ) 

 

低マッハ数拡張型の密度ベース圧縮性解法と比

較して、人為的なパラメータの導入を要しない点

は、SIMPLE 法に基づく本手法の利点の一つである。 

 

ここまでで既存の SIMPLE法の枠組みを示した。

これを圧縮性解法の典型的な基礎検証問題であ

る衝撃波管問題に適用する。移流項には 2 次風上

＋slope limiter を用いた。図 1 に示すように、海外

汎用ソルバーA の密度ベースソルバーの結果と比

較すると、衝撃波前面および膨張波の付け根にお

いてオーバーシュート・アンダーシュートが顕著

に現れる。これは海外汎用ソルバーA の SIMPLE

法でも同様の傾向であった。さらに時間刻みを変

えた計算も実施したところ、オーバーシュート・

アンダーシュートは比較的小さくなったものの、

密度ベースソルバーと比べると SIMPLE法では依

然として振動が現れやすい傾向が見られた。 

 

 
図 1 時間刻み𝚫𝚫𝒕𝒕 = 𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟔𝟔[𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔]一次元衝撃波

管問題 AFFr と海外ソルバーA との比較：

圧力 

 

 
図 2 時間刻み𝚫𝚫𝒕𝒕 = 𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟔𝟔[𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔]一次元衝撃波

管問題 AFFr と海外ソルバーA との比較：

温度 

 
図 3 時間刻み𝚫𝚫𝒕𝒕 = 𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟔𝟔[𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔]一次元衝撃波

管問題 AFFr と海外ソルバーA との比較：

速度 
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図 4 時間刻み𝚫𝚫𝒕𝒕 = 𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟓𝟓[𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔]一次元衝撃波

管問題 AFFr と海外ソルバーA との比較：

圧力 

 
図 5 時間刻み𝚫𝚫𝒕𝒕 = 𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟓𝟓[𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔]一次元衝撃波

管問題 AFFr と海外ソルバーA との比較：

温度 

 
図 6 時間刻み𝚫𝚫𝒕𝒕 = 𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟓𝟓[𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔]一次元衝撃波

管問題 AFFr と海外ソルバーA との比較：

速度 

 
図 7 時間刻み𝚫𝚫𝒕𝒕 = 𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟒𝟒[𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔]一次元衝撃波

管問題 AFFr と海外ソルバーA との比較：

圧力 

 
図 8 時間刻み𝚫𝚫𝒕𝒕 = 𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟒𝟒[𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔]一次元衝撃波

管問題 AFFr と海外ソルバーA との比較：

温度 

 
図 9 時間刻み𝚫𝚫𝒕𝒕 = 𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟒𝟒[𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔]一次元衝撃波

管問題 AFFr と海外ソルバーA との比較：

速度 

 

4.  SIMPLE 法の圧縮性改良 
 前章 3 では、既存の SIMPLE 法を圧縮性流れに

拡張する際の定式化と、衝撃波管問題に適用した

際に現れる数値振動の問題点を示した。既存の

SIMPLE 法では、運動方程式中の圧力勾配にはマッ
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ハ数によらず常に中心差分が用いられる。本章で

はこの点に着目し、非粘性数値流束中の圧力勾配

をマッハ数に応じて中心差分と風上差分の間で

切り替える関数を導入する。これにより、SIMPLE

法の枠組みを保ったまま、追加の制限関数なしに、

低マッハ数から高マッハ数まで対応可能なスキ

ームを構築できる。 

 比較のため、既存の SIMPLE 法における非粘性

数値流束を示す。 

 

・エネルギー流束 
(ρE + 𝑝𝑝)𝑢𝑢𝑓𝑓 = (ρuH)𝑓𝑓 = 𝑚𝑚𝑓𝑓𝐻𝐻𝑓𝑓

= max�𝑚𝑚𝑓𝑓, 0�𝐻𝐻𝐿𝐿
+ min�𝑚𝑚𝑓𝑓, 0�𝐻𝐻𝑅𝑅 

( 22 ) 

 

・運動量流束 
�𝑚𝑚𝑓𝑓𝑢𝑢 + 𝑝𝑝�

𝑓𝑓
= max�𝑚𝑚𝑓𝑓, 0�𝑢𝑢𝐿𝐿

+ min�𝑚𝑚𝑓𝑓, 0�𝑢𝑢𝑅𝑅 + 𝑝𝑝𝑓𝑓
= max�𝑚𝑚𝑓𝑓, 0� 𝑢𝑢𝐿𝐿
+ min�𝑚𝑚𝑓𝑓, 0�𝑢𝑢𝑅𝑅
+ 0.5(𝑝𝑝𝐿𝐿 + 𝑝𝑝𝑅𝑅) 

( 23 ) 

 

運動量保存式の数値流束に含まれる圧力勾配の

差分形式を中心差分と定めれば、SIMPLE 法にお

いて質量流束𝑚𝑚𝑓𝑓に現れる圧力拡散項の表現は一

意に決まる。これは式( 15)に示した通りである。 

 圧縮性解法の改良として、運動方程式中の非粘

性質量流束の界面圧力を、マッハ数を引数とした

関数β(𝑀𝑀𝑀𝑀)を導入して表現する。 

 

 改良運動量流束 
�𝑚𝑚𝑓𝑓𝑢𝑢 + 𝑝𝑝�

𝑓𝑓
= max�𝑚𝑚𝑓𝑓, 0�𝑢𝑢𝐿𝐿

+ min�𝑚𝑚𝑓𝑓, 0�𝑢𝑢𝑅𝑅
+ (β𝑝𝑝𝐿𝐿 + (1 − β)𝑝𝑝𝑅𝑅) 

( 24 ) 

ここで 

β± = �

1
4

(2 ∓𝑀𝑀)(𝑀𝑀 ± 1)2, |𝑀𝑀| < 1
1
2
�1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(±𝑀𝑀)�,𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

 

M =
𝒖𝒖 ⋅ 𝒏𝒏
𝑐𝑐

 

( 25 ) 

 

これ以降の SIMPLE法のアルゴリズムは従来と同

一である。式( 25)の流束を用いて仮の速度を求め、

その仮の速度で質量流束を構築する。 

𝑚𝑚𝑓𝑓
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)∗ 

= ave(𝜌𝜌𝒖𝒖 ⋅ 𝒏𝒏)− |𝒖𝒖 ⋅ 𝒏𝒏|diff(𝜌𝜌) 

+ �
1
2�

𝜌𝜌𝐿𝐿
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)

𝑎𝑎𝐿𝐿𝑢𝑢
�𝑝𝑝𝐿𝐿𝐿𝐿

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)(𝛽𝛽)𝒏𝒏𝐴𝐴𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑓𝑓

+
𝜌𝜌𝑅𝑅
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚)

𝑎𝑎𝑅𝑅𝑢𝑢
�𝑝𝑝𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1)(𝛽𝛽)𝒏𝒏𝐴𝐴𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑓𝑓

� ⋅ 𝒏𝒏

− (1

− 𝛽𝛽)
𝜌𝜌𝑓𝑓𝑉𝑉�
𝑎𝑎𝑓𝑓𝑢𝑢

�𝑝𝑝𝑅𝑅
𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1) + Δ𝑝𝑝𝑅𝑅� − �𝑝𝑝𝐿𝐿

𝑛𝑛+1(𝑚𝑚−1) + Δ𝑝𝑝𝐿𝐿�
𝑑𝑑𝑑𝑑

� 

 ( 26 ) 

 

ここで 

ave(𝑞𝑞) =
1
2

(𝑞𝑞𝑅𝑅 + 𝑞𝑞𝐿𝐿) ( 27 ) 

diff(𝑞𝑞) =
1
2

(𝑞𝑞𝑅𝑅 − 𝑞𝑞𝐿𝐿) ( 28 ) 

 

この質量流束が連続の式を満たすように圧力

補正量Δ𝑝𝑝を求め、各物理量を式( 19)に従って更新

し、収束すれば次の時間ステップへ進むという手

順は、従来の SIMPLE 法と同様である。本手法に

特徴的なのは、右辺中括弧内の圧力勾配項(𝑃𝑃𝑅𝑅 −

𝑃𝑃𝐿𝐿)/dxの係数に(1 − β)がかかる点である。マッハ

数が 1 以上の領域ではこの項の寄与が抑えられ、

音速𝐶𝐶𝑠𝑠を無限大にとる極限では非圧縮の表式に

帰着する。 

 ここで本手法の質量流束( 26)を、代表的な密度

ベース圧縮性スキームの質量流束と比較する。 

 

SHUS は 

𝑚𝑚𝑠𝑠ℎ𝑢𝑢𝑢𝑢 = ave(ρu⋅n)− |𝒖𝒖 ⋅ 𝒏𝒏|diff(𝜌𝜌)

−
1
𝑐𝑐

diff(𝑝𝑝) 
( 29 ) 

SLAU は 

𝑚𝑚𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = ave(ρu⋅n)− |𝒖𝒖 ⋅ 𝒏𝒏|diff(𝜌𝜌)

−
f
𝑐𝑐

diff(𝑝𝑝) 
( 30 ) 
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𝑓𝑓 = (1−𝑀𝑀)2 ( 31 ) 

 

いずれの手法でも、質量流束に現れる圧力拡散項

の制御の仕方に特徴があり、設計上のアプローチ

の違いが顕在化している。密度ベース解法におけ

る圧力拡散項は、物理的な拡散項に対応する形

（圧力の空間微分の形）で表現されておらず、数

値拡散的な性格を強く帯びている。物理的な拡散

項であれば本来、空間微分として書かれていなけ

ればならず、この差異のためメッシュサイズに依

存した結果分布が生じやすい。 

一方、本手法では、運動方程式の圧力勾配の差

分に用いたスキームに応じて、質量流束中の圧力

拡散項の形式が一意に定まる。音速𝐶𝐶𝑠𝑠を無限大に

とる低マッハ数極限ではポアソン式に帰着し、高

マッハ数領域でも時間刻みを大きくとれば圧力

拡散の効果がより強く現れる。 

 以上の改良を施した圧力ベース SIMPLE 法を

SOD 問題に適用した。図 10 に示すように、改良

前に見られたオーバーシュート・アンダーシュー

トは解消され、波面を適切に捉えられている。 

 

 
図 10 改良版圧縮性法を用いて SOD 問題を解い

た結果 

 

5. 実現象適用例 
 2 次元円柱、超音速解析 

2 次元円柱に対して超音速流れ解析を実施した。

この問題は衝撃波捕獲法の検証のために用いら

れる代表的な問題である。条件は以下の通り。 

 
表 1 解析手法 

項目 設定 

支配方程式 質量,運動量,エネルギー 

スキーム 改良圧縮性 SIMPLE 法 

熱力学物性値 理想気体状態方程式 

離散化 2 次風上+slope limiter 

行列解法 ICCG 法 

乱流モデル RNG k ε 

 
表 2 計算条件 

円柱半径 200mm 

メッシュ数 160×180 

気流温度 63.73 [K] 

圧力 370.6 [Pa] 

気流マッハ数 2~8 
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図 11 計算領域とメッシュ 

 

図 12 から図 14 に、AFFr の改良スキームによっ

て得られたマッハ数 8.1 の条件下における計算結

果を示す。計算は約 1000 ステップで収束し、安定

な分布が得られた。 

 

 
図 12 マッハ数 8.1 の結果：圧力 

 
図 13 マッハ数 8.1 の結果：マッハ数 

 

 
図 14 マッハ数 8.1 の結果：温度 

 

図 15 に Stand-Off Distance の実験式[3]との比較を

示す。良好に一致していることが分かる。 
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図 15 Stand-Off Distance の実験式との比較 

 

 キャビテーション、フラッシング流れ 
ここではキャビテーション流れを対象とし、実

測値との比較、および密度ベースソルバーとの精

度・計算速度の比較を実施した[4]。 

図 16 に計算領域を示す。上流側タンクに 7MPa

の飽和水が配置され、ノズルを通じて 1 気圧の外

部領域へ相変化を伴いながら噴出する。 

 

図 16 計算領域 

 

 
図 17 典型的なマッハディスク 

 

 

 

表 3 AFFｒと密度ベースソルバーの計算条件 

 AFFｒ 密度ベースソルバー 

支配方程式 質量 

運動量 

エネルギー 

蒸気質量 

Mass 

momentum 

energy 

preconditioning method 

スキーム 改良圧縮性 

SIMPLE 法 

SLAU2 scheme 

熱力学物性

値 

NIST table Look-up table 

IAPWS-IF97 

離散化 2 次風上+slope 

limiter 

5th order MUCSCL TVD 

行列解法 ICCG 法 LU-SGS 

乱流モデル RNG k ε Modified Smagorinsky 

時間刻み 0.1μs 0.1μs 

 

計算結果を以下に示す。 

 

 
図 18  AFFr の速度場分布 

 

図 18 に示すように、AFFr の新スキームは理論と

整合するマッハディスクを形成している。図 19

図 20 に中心軸上の温度および圧力のプロファイ

ルを示す。実測値と比較しても、衝撃波位置を適

切に予測できていることが確認できる。 

 
図 19 軸上温度場の比較 



まとめ 
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図 20 軸上圧力場の比較 

 

6. 密度ベース法と圧力ベース法の位置づけと統

合可能性 
実用的な観点で見れば、CFD の利用全体に占

める割合は圧力ベース法が圧倒的に大きい。一

方で、密度ベース法の研究者や実装者が圧力ベー

ス法に積極的な関心を示してこなかった背景に

は、純粋な技術性能の優劣というよりも、両者の

適用分野や着目点の違いがあると考えられる。 

 

 高マッハ数流れでの衝撃波捕捉精度の重視 
密度ベース法は、高マッハ数流れや衝撃波を

含む解析において高い性能を発揮してきた。そ

こで重視されてきたのは、リーマンソルバーや

移流項スキームの設計といった、高速圧縮性流

れ特有の課題である。これに対し、圧力ベース

法は圧力–速度連成や陰的安定性に強みを持つも

のの、高マッハ数領域に主眼が置かれてこなか

ったため、その強みが圧縮性領域では十分に認

知されてこなかったと考えられる。 

 

 陰解法への構造的制約 
密度ベース法の陰解法では、LU-SGS 法が事実

上の標準となっている。しかしこの方式は逐次

依存性が強く、GPU 化や並列化に制約を抱え

る。これを置き換えるにはコード構造の大幅な

改修が必要であり、長年培われてきた実装資産

や強みを損ないかねないため、慎重な対応が続

いてきたと見られる。 

 

 SIMPLE 法は「スキーム」ではなく「陰的解

法のアルゴリズム」 
SIMPLE 法は、方程式系の離散化（スキーム設

計）そのものではなく、陰的解法における圧力

と速度の連成手順を定めるアルゴリズムであ

る。したがって移流項スキームとは直接競合せ

ず、高マッハ数流れ向けの高精度スキームと組

み合わせて用いることもできる。本研究の改良

では、圧力勾配項の差分にのみマッハ数依存性

を導入することで圧縮性に対応させつつ、移流

項については密度ベース系の知見と共存可能な

構造を保っている。 

 

 対立ではなく相性の良さ 
密度ベース法の高精度な移流項スキームと、

SIMPLE 法における陰解法・線形解法の柔軟性

は、本来は補完関係にある。高マッハ数流れに

おいて移流項を密度ベース流の高精度スキーム

で扱いつつ、圧力–速度連成を SIMPLE 法で処理

することにより、LU-SGS 法への依存から脱却

し、GPU 化にも適した構造を構築できる。こう

した観点に立てば、両者は技術的に対立するも

のではなく、それぞれの強みを活かして統合可

能な関係にあると言える。 

 

7. まとめ 
本稿では、数値流体解析コード AFFr に実装し

た圧力ベース SIMPLE 法の、圧縮性流れへの拡張

に関する改良を報告した。SIMPLE 法は本来、非

圧縮性流れを対象として開発された手法である

が、運動方程式中の圧力勾配にマッハ数依存の差

分切替を導入することで、超音速や強い圧縮性効

果を伴う現象にも安定に適用できることを示した。 

特に、キャビテーションのように全体としては

非圧縮性が支配的でありながら局所的に圧縮性

効果が現れる流れに対して、本手法は高い有効性

を示す。SIMPLE 法を基盤として十分に検証され、

かつ高速化された線形解法を活用できるため、高

精度な解析と計算速度の両立が可能であり、産業

応用への展開が期待される。 
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