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 本稿では、SIMD 演算機能があるベクトルエンジン「NEC SX-Aurora」やスーパーコンピューター「富

岳」と SIMT 演算機能がある「Nvidia GPGPU」における Advance/FrontFlow/red の高速化手法や計算性能

について紹介する。 
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1. はじめに 
 MPI 並列機能が実装された Advance/FrontFlow/ 

red（以下、AFFr）ではマルチコアのスカラー機に

おける高い実行速度と並列効率が得られるが、

SIMD・SIMT アーキテクチャを持つ計算機に最適

化を行わない場合に律速されることがある。 

SIMD とは、一つの命令を同時に複数のデータ

に適用する方式である。ベクトルエンジン「NEC 

SX-Aurora」やスーパーコンピューター「富岳」は

SIMD によるベクトル演算を行う。倍精度浮動小

数点の場合に、同時に処理できる最大ベクトルの

長さは「富岳」では８、「NEC SX-Aurora」では 256

である。 

SIMT とは、一つの命令で複数のスレッドを制

御する方式である。「Nvidia GPGPU」が一つの命

令列を 32 の演算で共用し、各スレッドが１個の

データを処理する。 

SIMD・SIMT 方式を活かすように、その複数の

データ演算は独立する必要がある。AFFr では、反

復法による求解における収束性向上のため、不完

全 Cholesky 分解による前処理が行われている。こ

のとき、反復プロセスの内部には SIMD・SIMT 演

算が困難な前進・後退代入が生じる。 

本稿に紹介する開発において、不完全 Cholesky

分解の枠組みの中でベクトル演算を可能とする

マルチカラー法が導入され、SIMD・SIMT アーキ

テクチャを持つ計算機上における高い実行速度

を得た。他方、上記の前進・後退代入を避ける方

策の一つとして、対角スケーリング法による前処

理も導入された。 

 

2. SIMD・SIMT へ適用する線形ソルバーの前処理 
 Cholesky 分解を前処理法とする連立一次方程

式 𝑨𝑨𝑨𝑨 = 𝒃𝒃の求解は変換行列𝑼𝑼 ≔ 𝑫𝑫1 2⁄ 𝑳𝑳Tを用い以

下の形で表される。 

(𝑼𝑼𝑨𝑨𝑼𝑼−𝟏𝟏)𝑼𝑼𝑨𝑨 = 𝑼𝑼𝒃𝒃 ( 1 ) 

ここで、𝑫𝑫および𝑳𝑳は、Cholesky 分解 𝑨𝑨 = 𝑳𝑳𝑫𝑫𝑳𝑳T

における対角行列および上三角行列を表し、

𝑫𝑫1 2⁄ ≔ �𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖である。行列解法として共役勾配法を

用いる場合、(完全)Cholesky 分解による𝑫𝑫および𝑳𝑳

が最も良い収束性を有する。しかし、A が巨大な

疎行列の場合に Cholesky 分解における L が必ず

しも疎行列とはならない。メモリ負荷を軽減する

ため、AFFr において用いられている不完全

Cholesky 分解 (以下 IC 分解)では、𝑳𝑳の非零要素を

𝑨𝑨が非零になる位置に限定した疎行列とする手法

を採用している。 

この IC 分解を前処理法とする共役勾配法は、反

復プロセス内部における残差𝒓𝒓の評価において下
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の形で𝑳𝑳𝑫𝑫𝑳𝑳Tの逆変換を必要とする。 

𝒛𝒛 = (𝑳𝑳𝑫𝑫𝑳𝑳T)−𝟏𝟏𝒓𝒓 (2 ) 

ここで、𝑳𝑳が上三角行列であるため、以下の式の

形による直接法で依存関係のある前進・後退代入

が行われる。配列の値(𝒚𝒚と𝒛𝒛)を逐次更新するとき、

依存関係があるため SIMD・SIMT 演算ができない。 

𝑳𝑳𝒚𝒚 = 𝒓𝒓 (3 ) 

𝑫𝑫𝑳𝑳T𝒛𝒛 = 𝒚𝒚 (4 ) 

この点が、かつて AFFr の SIMD・SIMT の計算

機における計算速度のボトルネックとなっていた。 
 

 対角スケーリング法 
 上記のボトルネックを避ける方法として、

Cholesky 分解の形式において𝑳𝑳に単位行列を用い

る対角スケーリング法[1] (以下OS 法)が挙げられる。 

�𝑫𝑫−1 2⁄ 𝑨𝑨𝑫𝑫1 2⁄ �𝑫𝑫−1 2⁄ 𝑨𝑨 = 𝑫𝑫−1 2⁄ 𝒃𝒃 (5 ) 

𝒛𝒛 = (𝑫𝑫)−𝟏𝟏𝒓𝒓 (6 ) 

OS 法は、従来の不完全 Cholesky 分解との比較

において、反復プロセスあたりの演算量を低減で

きる反面、収束性が悪化する。一般のスカラー機

では後者の影響が前者を上回る場合がほとんど

である。他方、「SX-Aurora」と「富岳」では、前

者にベクトル演算率およびベクトル長の向上が

加わることにより、OS 法の実行速度がスカラー

機より向上できる。 
 

 マルチカラー法 
マルチカラー法[2]とは前進代入・後退代入にお

いて、依存性が無く独立に更新できる配列要素を

同時処理する方法である。依存性がある要素は互

いに異なる「色」になるような色付けを行う（マ

ルチカラー）。同じ「色」に属する要素は依存性が

無く、同時処理が可能になる。また、メモリの連

続性のため、配列の順序を色順に並び替える（オ

ーダリング）。 
Cyclic-Multicolor Reverse Cuthil-McKee (CM-

RCM)法によって色付けを行った。以下の手順で

色番号を付ける。 
 隣接する要素の数（次数）が最小の要素を

1 つ選んで、色番号 1 をつける。 
 色番号 k の要素に隣接する要素から色番

号がついていない要素をリストアップし

て、その中で互いに依存性を持つ要素があ

れば一方を除いて、依存性のない要素の集

まりを決定し、これに色番号 k+1 をつける。 
 これを k = 1, 2, 3, … と繰り返して全要

素の色番号を決定する。 
 この色番号を逆順にする。 (Reverse 

Cuthill-McKee) 
 このままでは、色数が多いので、全色数 N

を決めて（デフォルトで N=10 とした）色

番号を N で割った余りを新しい色番号と

する (Cyclic Multicoloring)。 
 色番号を決定したのち、色番号順に要素番

号を付け変えるが、その際、隣接要素数の

少ない順に並び替え、行列要素の配列は、

Aij ( 要素番号, 隣接番号 ) (Fortran 型式) 
のように保存することで、一番内側のルー

プを要素番号のループにしたときに、連続

したメモリアクセスになるようにした。 
上記の手法で、前進代入、後退代入が以下のよ

うな形に書けるようになった。 

色番号のループ 
隣接番号のループ 

要素番号のループ（SIMD・SIMT 処理） 
要素ごとの処理 

要素番号のループ終わり 
隣接番号のループ終わり 

色番号のループ終わり 

 

 他の高速化手法  
非構造メッシュを用いる解析で、隣接セルとの

間に圧力ポアソン方程式の行列係数が作成され

る。図１に例として非構造メッシュが生成される

行列係数の非零要素を示す。縦軸はセル番号にな

り、横軸は隣接セルの番号となる。この分布で反

復ループにある行列ベクトル積を行う時にその

ベクトルのキャッシヒット率が低いことが分か

る。そのため、従来の ICCG 法と対角スケーリン

グ法に Reverse Cuthill-McKee 法で各ノードの内部
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セルの番号を並べ替えることで、図 2 に示すよう

に行列の各行の隣接セル番号は近くなり、キャッ

シヒット率が高くなることが期待できる[3]。 

 

 

図 1 非構造メッシュに基づいて行列の非零要

素の分布 

 

図 2 Reverse Cuthill-McKee 法でセル番号を並び

替えた非零要素の分布 

 

また、データ構造とライブラリー使用について

下記の高速化手法も実装された。 

 ELL・CSR 圧縮行格納方式 
 ループ交換・ブロッキング 
 「Nec SX-Aurora」における SBLAS ライブ

ラリーの導入 
 「Nvidia GPGPU」における CUBLAS と

CUSPARSE ライブラリーの導入 
 

3. 検証例題 
計算対象は、建築物の風荷重評価のベンチマー

クとして用いられる、図 3 に示す単体単純形状建

築物モデルである。風洞実験に対応させることが

できるように、建築物の形状は 7.5 cm×7.5 cm×

22.5 cm、すなわちアスペクト比 3 の直方体とし

た。計算領域のサイズは 2 m×3 m×1.5 m と定め

た。計算メッシュは四面体要素で、その節点数は

1,014,773、要素数は 5,278,479 である。表 1 の解

析手法と表 2 の境界条件で、図 4 に 100 ステップ

のスパン中央断面における流速分布が得られた。 
 

表 1 解析手法 

項目 設定 

支配方程式 非圧縮性 Navier–Stokes 

乱流モデル Large Eddy Simulation (LES) 

標準 Smagorinsky モデル 

離散化法 セル中心有限体積法 

差分スキーム 2 次精度中心差分 

時間積分法 Crank–Nicolson 法 

 
表 2 境界条件 

境界 設定 

流入境界面 適切な風速の鉛直分布と乱れ

の強さの流入変動風 

流出境界面 自然流出境界 

側面・上面 壁境界， 
流速 フリースリップ条件 

地面 壁境界， 
流速 ノースリップ条件 建物 

 

 

図 3 風荷重評価解析の計算領域 

2 [m]

3 [m]

1.5 [m]

0.7625 [m]

流入面

流出面
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図 4 スパン中央断面における流速分布 [m/s] 

4. 「SX-Aurora」と「富岳」における計算性能 
 スカラー計算機(Intel Xeon Gold 5218)で 1 ノー

ドの 32 MPI 並列での計算時間を基準にし、「Nec 

SX-Aurora」の 1 ベクトルエンジンの 8 MPI 並列

と「富岳」の 1 ノードの 48 MPI 並列での計算性

能を評価する。 

 図 5 に示すように、「Nec SX-Aurora」の計算速

度はスカラー計算機の 2.25 倍になり、「富岳」は

スカラー計算機の 2.34 倍で高速化された。 

 

 

図 5 スカラー機・「SX-Aurora」・「富岳」に 
おける計算性能 

5. 「Nvidia GPGPU」における計算性能 
 表 3 に示すように、スカラー計算機(Intel Xeon 
Silver 4310)で 1 ノードの 48 MPI 並列での反復ル

ープの計算時間を基準にし、「Nvidia GPU」での 1 

GPU の計算速度がスカラー機の 2.52 倍を得た。 

 CM_RCM 法を用いる場合に、従来の ICCG 法

より収束性が悪くなることがあり、今回の計算で

はソルバーの反復回数が約 1.6 倍に増加したもの

の、GPGPU は高い計算性能を示した。 

表 3 GPGPU 上に反復ループの計算性能の評価 

 

Xeon(R) Silver 

4310  

48 MPI 

Nvidia A30 

1 GPU 

ソルバー ICCG ICCG+CM_RCM 

反復回数 756 1250 

計算時間 1649[s] 655[s] 

速度の比 1 2.52 

 

6. まとめ 
 SIMD・SIMT 演算機能が付いているそれぞれの

ベクトルエンジン「NEC SX-Aurora」やスーパー

コンピューター「富岳」や「Nvidia GPU」上に

Advance/FrontFlow/red の計算性能向上を目的とし

て高速化を実施した。 

従来の ICCG 法に前進後退代入が含まれること

による SIMD・SIMT 演算ができないボトルネック

を対角スケーリング法とマルチカラー法で解消

した。また、SBLAS ライブラリーと CUDA・

CUSPARSE ライブラリーを導入し、1 ノードのス

カラー機より 2 倍以上の計算性能が得られた。 
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